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Anotace 
 
 
Cílem mé bakalářské práce je pojednat o vlastnostech samobuzených oscilátorů 
s konkrétním zřetelem na Van der Polův oscilátor. Jde o samobuzené kmity, které mohou být 
generovány v nelineárních dynamických soustavách (autonomních či neautonomních). Je 
pojednáno o periodických stacionárních stavech ve dvousloţkovém systému, je odvozena Van 
der Polova rovnice a analyzovány moţnosti jejich řešení. Je sledován průběh kmitů oscilátoru 
v závislosti na stupni jeho nelinearity, počítačovou simulací v programu MatLab a C++ Builder 
6, a to jak pro případ homogenní Van der Polovy rovnice (s nulovou pravou stranou), tak i 
v případě nehomogenní rovnice (s nenulovou pravou stranou). Ve druhém případě jde o buzený 
Van der Polův oscilátor, ve kterém oscilátor přechází i do chaotického reţimu.  
 
Klíčová slova: Nelineární systém, limitní cyklus, fázové portréty, stacionární stav,  
homogenní a nehomogenní Van der Polův oscilátor, bifurkace, simulace kmitů. 
  
 
 
 
 
Annotation 
 
 
The aim of my bachelor´s project  is to enter into characteristics self-excited oscillators, 
specifically focused on the Van der Pol oscillator. The Van der Pol oscillators produce 
oscillations which may be generated in nonlinear dynamic systems (autonomous or not). I also 
deal with periodical stationary states in the binary system, the derivation of the Van der Pol 
equation and analysis of its possible solution. The course of oscillations is monitored 
depending on its non-linearity, using computer simulation in programmes MatLab and C++ 
Builder 6 both for the homogenous equation (with zero right hand side term) and 
inhomogenous equation (with non-zero right hand side term). The latter refer to excited Van 
der Pol oscillator which exhibits also a chaotic regime. 
 
Key words: Non-linear system, limit cycle, phase portraits, stationary state, homogenous 
and inhomogenous Van der Pol oscillator, bifurcation, simulation of oscillations. 
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1  Úvod  
 
Vstup nelineární problematiky do fyziky, matematiky a dalších věd patří bezesporu mezi 
nejvýznamnější charakteristiky přírodních a technických věd v několika posledních desetiletích 
20. století. Studium nelineárních systémů přineslo mnoho nových poznatků zásadního 
charakteru pro mnohé vědní obory a přispělo i v obecné rovině k rozvoji lidského poznání. 
Studium nelinearit umoţnilo poznat i mnoho nových procesů, výrazně se odlišujících od těch, 
které se vyskytují v systémech lineárních. Bylo objeveno, ţe rozmanitost procesů v systémech 
s nelineární dynamikou, jejichţ chování je popsáno nelineárními diferenciálními rovnicemi, je 
velká a ţe takové systémy mohou mít v závislosti na typu a stupni nelinearity velkou variabilitu 
chování. Některé projevy nelinearity byly jinak ovšem známy uţ dříve, ale většinou se k jejich 
zpracování přistupovalo metodou linearizace rovnic, které je popisovaly. Hlubší studium 
procesů bylo provázeno paralelně se rozvíjejícími částmi matematiky a velkou úlohu sehrály i 
nové moţnosti výpočetní techniky. Ty umoţnily číselné řešení nelineárních diferenciálních 
rovnic a otevřely nové moţnosti modelování a simulování nelineárních dějů [10]. 
Do nelineární problematiky patří např. nelineární kmity (mechanické, elektrické), 
nelineární vlny, nelineární jevy v kapalinách, plynech a plazmatu, nelineární elektromagnetické 
jevy a dále problematika chaosu, fraktálních struktur a samoorganizace v nelineárních 
systémech. 
Základní charakteristikou nelineárních systémů je, ţe neplatí princip superpozice. To 
znamená, ţe jestliţe f(x)=0 a současně f(y)=0, není zaručeno, ţe také f(x+y)=0. V nelineárních 
systémech platí princip superpozice řešení jen pro malou izolovanou skupinu bodů, kterým 
říkáme fixní body. K soustavám elektrickým patří např. elektrické oscilátory, ze soustav 
mechanických jsou to soustavy, u nichţ dochází ke kmitání v důsledku proudící kapaliny či 
suchého tření. Mezi nelineární dynamické systémy patří také Van der Polův oscilátor, který je 
příkladem samobuzeného oscilátoru, a kterému se budu věnovat v této bakalářské práci. 
Autonomní soustavě odpovídá homogenní Van der Polova rovnice (s nenulovou pravou 
stranou). Neautonomní soustavě odpovídá nehomogenní Van der Polova rovnice (pravá strana 
rovnice je nenulová a je tvořena časově závislým členem). Odvození Van der Polovy rovnice a 
její matematické řešení, je uvedeno v následujících kapitolách mé práce. Simulované fázové 
portréty Van der Polova oscilátoru jsem prováděl v programu MatLab. 
Jelikoţ má práce obsahuje neustále diskutované pojmy „systém“ a „soustava“, povaţuji za 
důleţité jednoznačné vymezení a chápání těchto termínů. Přikláním se k pojetí uplatněnému 
P.Janíčkem v [5]. Soustava je reálný nebo abstraktní objekt se systémovými vlastnostmi, o 
který se z určitého hlediska zajímá subjekt. Systém je abstraktní objekt, účelově vytvořený ve 
vědomí lidí ve vztahu k primárnímu objektu, s cílem řešit na tomto objektu konkrétní problém. 
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2  Samobuzené kmity  
 
Samobuzené kmitání je vyvolané např. v mechanické soustavě vnější silou, která nemá 
periodický charakter, avšak je schopna soustavě dodávat energii potřebnou ke krytí ztrát 
tlumením a udrţet soustavu v kmitavém pohybu (například struna rozkmitávaná smyčcem, 
elektrický zvonek). Problematika samobuzených kmitů je v posledních letech aktuální v 
souvislosti s kmity rotorů a turbín, samobuzených kmitů nástrojů při obrábění, vibrací potrubí 
apod. 
 
2.1 Vlastnosti samobuzených kmitů 
 
Nemají- li být vlastní kmity reálné soustavy tlumené, musí soustava přijímat energii, která 
zcela pokryje její energetické ztráty. Kmitavé soustavy se samobuzenými kmity mají vlastní 
zdroj energie, ze kterého tyto soustavy průběţně odebírají energii v rytmu vlastních kmitů.  
O schopnosti reálné soustavy odebírat energii ze zdroje rozhodují konkrétní dynamické 
vlastnosti dané soustavy.  
 
Uveďme několik příkladů : 
 V roce 1940 byla v USA ve státě Washington dokončena stavba visutého mostu přes 
mořskou úţinu Tacoma.  Po několika měsících provozu se tento most vlivem silného větru 
rozkmital a zřítil. V důsledku toho byla provedena řada rozsáhlých  technických výzkumů. 
Následně byl most znovu postaven, s jedinou větší inovací – byl změněn boční profil 
mostu, čímţ se změnily jeho dynamické vlastnosti. Tímto byl zeslaben přestup energie 
nárazů vzduchu na mostní konstrukci a byla odstraněna moţnost vzniku větrem 
vyvolaných, samobuzených kmitů [14]. 
 
 Jako další příklad samobuzeného oscilátoru uveďme např. elektrický zvonek : 
 
 
Obr.2.1: Elektrický zvonek jako samobuzený kmitavý systém. 
 
Je-li tlačítko T zvonku rozpojeno, je elektrický proud přerušen a pruţinka P je ve stabilní 
rovnováţné poloze, ve které se dotýká kontaktu A. Stlačíme-li tlačítko, pak začne obvodem 
procházet elektrický proud a zmagnetizuje se jádro cívky C. Zmagnetizované jádro k sobě 
přitáhne pruţinku a kladívko na konci pruţinky udeří na hlavičku zvonku. Přitaţením pruţinky 
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ke zmagnetizovanému jádru se kontakt A přeruší. Tím, ţe se proud přeruší, jádro se 
odmagnetizuje a síla pruţnosti vrátí pruţinku a kladívko do původní polohy. 
 Poté se obnoví kontakt A  a celý děj se opakuje. Popsaný děj však zase závisí na dynamických 
vlastnostech systému. Kdyby např. pruţinka byla příliš tuhá vzhledem k síle, kterou je 
přitahována ke zmagnetizovanému jádru cívky, kontakt A by se nikdy nepřerušil a zvonek by 
nezvonil. Kdyby naopak byla pruţinka příliš měkká, pak by buď neodskočila od jádra cívky do 
své původní polohy, tím pádem by zvonek nepřestal zvonit nebo by byl její pohyb od jádra ke 
kontaktu A příliš pomalý.  
 
2.2 Příklady samobuzených kmitavých soustav 
 
Podle struktury a principu činnosti samobuzených kmitů lze soustavy rozdělit na dvě skupiny:  
 
1. Oscilátorového typu, 
2. Kumulačního typu. 
 
2.2.1 Samobuzená kmitavá soustava oscilátorového typu 
 
 
Obr.2.2: Blokové schéma soustavy oscilátorového typu. 
 
Do této skupiny popsané obrázkem 2.2 patří jiţ zmíněný elektrický zvonek, také kyvadlo a 
pruţinové hodiny. U nich je zdrojem energie je např. deformovaná pruţina, regulátorem je 
hodinový nepokoj. Dále sem patří i mnohé hudební nástroje, např. housle. V tomto případě je 
zdrojem energie pohybující se smyčec a vlastním oscilátorem je struna. Vazbu mezi 
oscilátorem - zdrojem energie vytváří suché tření mezi smyčcem a strunou. Také křídla letadel 
tvoří samobuzenou kmitavou soustavu tohoto typu. Zdrojem energie jejich samobuzených 
kmitů jsou vzdušné proudy, oscilátorem jsou pruţně upevněná křídla a regulátorem jsou 
nestacionární síly vzájemného působení vzdušného proudu a pruţných křídel. Další jev 
můţeme ještě občas pozorovat na nádraţí u vlečných  vozíků  pouţívaných k přepravě 
poštovních zásilek. Při určité rychlosti začne vozíku intenzivně kmitat přední kolečko. 
Někdy nelze snadno rozlišit jednotlivé členy uvedeného blokového schématu ( obr.2.2 ), 
zvláště regulující člen. Například při vzniku ostrých zvuků při otevírání dveří s nenamazanými 
závěsy, dále zvuků při projíţdění tramvají zatáčkami, při práci noţů obráběcích strojů, při 
brzdění automobilů atd... I samobuzené kmity vzduchových sloupců píšťal patří do této 
kategorie a rovněţ kmity kol automobilů v určitých intervalech rychlostí [14].  
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2.2.2 Samobuzená kmitavá soustava kumulačního typu 
 
 
Obr.2.3: Blokové schéma soustavy kumulačního typu. 
 
Obrázek 2.3 nám umoţňuje představu samobuzených kmitavých soustav kumulačního 
typu. Energie přicházející ze zdroje se hromadí ( kumuluje ) v určité části kmitavé soustavy. 
Tato část pak funguje jako jakýsi  „přepínač“ případně „vypínač“, který plní funkci zpětné 
vazby. Ovlivňuje buď přívod energie do kmitavé soustavy nebo její odvod, popř. přívod i 
odvod [14].  
Případem takové kmitavé soustavy je elektrický obvod s relaxačními kmity obr. 2.4. 
 
 
 
Obr.2.4: Elektrický samobuzený kmitavý obvod s relaxačními kmity. 
 
Kondenzátor C se nabíjí přes rezistor R. Paralelně ke kondenzátoru je připojena výbojka V. 
V okamţiku, kdy napětí na kondenzátoru dosáhne zápalného napětí výbojky, nastane výboj a 
kondenzátor se vybíjí. Výboj zhasne v okamţiku, kdy napětí na kondenzátoru klesne na 
hodnotu zhášecího napětí výbojky. Poté se celý proces znovu opakuje. Relaxační kmity mohou 
probíhat jen tehdy, pokud je hodnota zápalného napětí výbojky větší neţ hodnota zhášecího 
napětí. Energie potřebná ke vzniku kmitů se kumuluje na kondenzátoru, který svým napětím 
ovlivňuje činnost „přepínače“ – výbojky (např. [3]). 
Příkladem samobuzených kmitavých soustav kumulačního typu jsou např. automobilové 
motory ( benzínové i dieselové ), přírodní i umělé gejzíry, automatické regulátory teploty, 
některé typy hydraulického zařízení, relé a řada dalších technických zařízení [14]. 
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3  Ustálené stavy autonomních nelineárních systémů 
   
Autonomní nelineární systém explicitně nezávisí na čase. U těchto systémů se mohou 
vyskytovat tyto typy ustálených stavů : 
 
1) Rovnováţné  
2) Periodické 
3) Kvaziperiodické  
4) Chaotické 
 
3.1 Rovnováţné ustálené stavy ve dvousloţkovém systému 
 
U těchto stavů se setkáváme s následujícími pojmy : stacionární stavy vektorového pole, 
singulární body diferenciální rovnice x´=f(x), pevné body toků. Autonomní nelineární systém 
můţe mít libovolný počet rovnováţných stavů, přičemţ kaţdý z nich můţe být stabilní nebo 
nestabilní. Rovnováţný stav se určí z podmínky, ţe v tomto stavu jsou všechny derivace x´ 
nulové a vektorové pole vymizí [5]. To znamená, ţe : 
 
v rovnici x
´
=f(x) se poloţí x´= 0 a získá se soustava algebraických nebo transcendentních 
rovnic f(x) = 0. 
 
Řešením  této soustavy jsou existující rovnováţné stavy. Rovnováţné ustálené stavy jsou ve 
stavovém prostoru znázorněny tečkou [5] (viz obr. 3.1). 
 
Na obr. 3.1 jsou uvedeny základní typy rovnováţných ustálených stavů : střed, ohnisko, 
uzel, diakritický uzel a sedlo. Šipky na trajektoriích vyjadřují vývoj (evoluci) systému. 
 
                                  stabilní  stabilní       stabilní          nestabilní 
 
 
 
 
 
 
     nestabilní               nestabilní              nestabilní          nestabilní 
 
 
 
 
 
 
         střed                      ohnisko                      uzel              diakritický uzel           sedlo 
 
 
Obr. 3.1 Fázové portréty rovnováţných ustálených stavů. 
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3.2 Periodické ustálené stavy 
 
Tyto stavy představují samobuzené kmity (autooscilace) a taktéţ mohou být stabilní nebo 
nestabilní. Řešení x (t) systému je periodické, kdyţ platí x (t) = x (t + T) pro libovolný čas t a 
určitou minimální periodu T>0. Periodické řešení lze rozloţit do Fourierovy řady. Ta má 
základní sloţku s frekvencí 1/T a vyšší harmonické frekvence k/T pro k = 2,3,4, ….  
Systém můţe mít jeden nebo více periodických ustálených stavů. Tyto stavy jsou ve 
stavovém prostoru znázorněny izolovanými uzavřenými trajektoriemi, označovanými jako 
limitní nebo mezní cykly [5]. 
 
3.2.1 Limitní cyklus  
 
Velmi názorně lze zobrazit limitní cykly pro nelineární autonomní systém 2.řádu. Jsou to 
uzavřené trajektorie ve fázové rovině, které rozdělují rovinu na dvě oblasti s různým 
charakterem pohybu [4]. 
 
Limitní cykly mohou být stabilní, nestabilní  nebo polostabilní.  
Obr.3.2a: stabilní limitní cyklus – trajektorie směřují z blízkého vnitřního nebo vnějšího okolí  
                                             k tomuto cyklu. 
Obr.3.2b: nestabilní limitní cyklus – trajektorie se vzdalují od cyklu směrem do vnitřního a  
      vnějšího okolí. 
Obr.3.2c: polostabilní cyklus – trajektorie se  z jedné strany přibliţují a z druhé vzdalují. 
 
 
Obr.3.2: Typy limitních cyklů :  a) stabilní,  b) nestabilní,  c) polostabilní. 
 
Jak jiţ bylo uvedeno, limitní cykly mohou být stabilní a nestabilní. Stabilní limitní cyklus 
vyjadřuje vznik netlumených periodických oscilací, jejichţ amplituda a perioda nezávisí 
v jistých mezích na počátečních podmínkách a je určena pouze parametry dynamické soustavy. 
Tyto netlumené oscilace nazval Andronov autooscilace a dané dynamické soustavy 
autooscilační soustavy. Ty se tedy výrazně liší od soustav s vynucenými nebo 
s parametrickými kmity. Autooscilace (v samobuzených soustavách) totiţ nejsou důsledkem 
ani vynucující vnější síly ani periodické změny parametrů soustavy. Vznikají v důsledku 
neperiodických dodávek energie oscilátoru a jsou způsobeny vazbami a interakcemi v 
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dynamické soustavě, často za přítomnosti zpětné vazby, která řídí přísun energie z vnějšího 
(neperiodického) zdroje.  
Existence limitních cyklů je velmi důleţitá pro praxi. V regulační technice není zpravidla 
limitní cyklus ţádoucí, i kdyţ lze někdy připustit kmity s malou amplitudou, které nejsou na 
závadu při činnosti systému. U některých mechanických systémů zlepšují dokonce tyto malé 
kmity celkové chování, např. zmenšují vliv suchého tření (tzv. dynamické mazání). Návrh 
oscilátoru však vyţaduje stabilní mezní cyklus s dostatečnou amplitudou [7]. 
3.2.2 Měkké a tvrdé vybuzení oscilátorů  
 
I. Měkké vybuzení  
Na obrázku 3.3 vidíme příklad fázové trajektorie oscilátoru. Pro daný oscilátor má fázová 
trajektorie tvar spirály rozvinující se z bodu A a postupně přecházející v uzavřenou křivku, 
stabilního limitního cyklu. V tomto případě jde o soustavu s měkkým vybuzením. Lze odvodit, 
ţe trajektorie vycházející z libovolného bodu leţícího vně (např. z bodu B) křivky limitního 
cyklu se k této křivce postupně přibliţují, aţ s ní nakonec splynou.  
 
 
Obr.3.3: Měkké vybuzení oscilátoru 
 
II. Tvrdé vybuzení 
Oscilátor s tvrdým vybuzením má limitní cykly dva. Stabilní a nestabilní. Situace je na 
obrázku  3.4 . Při malých amplitudách kmitů je u tohoto oscilátoru kladné tlumení a fázové 
trajektorie se spirálovitě svinují k počátku souřadnic, který je stabilním ohniskem. Oblast 
kladného tlumení je uzavřena mezním cyklem, tj. uzavřenou křivkou (vyznačena čárkovaně), 
tento limitní cyklus je nestabilní. Fázové trajektorie na něm nekončí, nýbrţ na něm začínají. 
Buď se stáčejí směrem k počátku souřadnic, anebo se rozvinují do oblasti vně tohoto limitního 
cyklu. Vně nestabilního limitního cyklu je oblast záporného tlumení a fázová trajektorie kmitů 
se tam rozvíjí, aţ dosáhne dalšího limitního cyklu, s nímţ postupně splyne. Tento limitní 
cyklus je stabilní. Vně tohoto limitního cyklu je opět oblast s kladným tlumením, v níţ se 
fázová trajektorie doznívajících kmitů přibliţuje stabilnímu limitnímu cyklu a následně s ním 
splyne [7]. 
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Obr.3.4: Tvrdé vybuzení oscilátoru. 
3.2.3 Van der Polův oscilátor 
 
Pro potřebu dalšího teoretického výkladu se zmíním o ustáleném stavu nebuzeného Van der 
Polova oscilátoru, kterému je věnována kap. 7 této práce. Jeho chování je popsáno : 
 
Systémem rovnic 1. řádu 
21
xx  ,                                       
 
12
2
12
1 xxxx   ,  
 
nebo diferenciální rovnicí 2. řádu 
 
resp.   01 2  xxxx  .                                                                  (3.1) 
 
Parametr ε charakterizuje nelinearitu tohoto systému [5]. 
Řešením je: 
Rovnováţný ustálený stav v počátku souřadnicového systému (pro ε<2 je to nestabilní ohnisko 
– obr.3.5, a pro ε>2 je to nestabilní uzel – obr.3.6) (Měření autora – viz kap.7 této práce). 
 
  
Obr.3.5: Nestabilní ohnisko Van der Polova 
              oscilátoru. 
 
Obr. 3.6: Nestabilní uzel Van der Polova 
               oscilátoru. 
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3.3 Kvaziperiodické stavy 
 
U autonomních systému jsou vzácné. 
3.4 Chaotické chování 
 
U autonomních systémů se spojitým časem nastává deterministický chaos od 3.řádu výše. 
Za deterministický chaos se povaţuje takový jev, při němţ v systému diferenciálních rovnic 
popisujících chování soustavy není přítomen nedeterministický (stochastický) člen. Chaotické 
chování bylo pozorováno u nejrůznějších technických soustav (hydraulických – turbulence, 
mechanických – mechanické vibrace, elektrických – nestabilita obvodů),v atmosférické 
dynamice (dlouhodobá předpověď počasí), ve vázaných chemických soustavách, 
v biologických soustavách [5]. 
 Jedním z nejjednodušších autonomních nelineárních systémů, u něhoţ můţe vznikat 
chaotické chování a jemu odpovídající chaotické atraktory, je systém, který matematicky 
popisuje Chuův elektrický obvod. Tento obvod se skládá ze dvou kondenzátorů, jedné cívky a 
jednoho lineárního a nelineárního odporu. Typické pro Chuův obvod je, ţe přechází 
z ustálených stavů do chaotického chování všemi moţnými cestami k chaosu. 
 
4  Ustálené stavy neautonomních nelineárních systémů 
 
Neautonomní nelineární systém explicitně závisí na čase. Existují tyto typy neautonomních 
systémů: 1) nebuzené  t-variantní x´ = f (t , x) – téţ  se pouţívá  pojem  časově variantní systém, 
2) buzené t-invariantní x´= f (x , u), 3) buzené t-variantní x´= f ( t, x , u). U těchto systémů se 
mohou téţ objevovat stavy: rovnováţné, periodické, kvaziperiodické a chaotické [5]. 
 
4.1 Rovnováţné ustálené stavy 
 
Někdy se označují jako klidové stavy. Vyskytují se u těchto systémů : 
 U časově variantních systémů. 
 U buzených časově variantních systémů: klidové stavy se u těchto systémů označují 
jako stacionární stavy. Takový systém popisuje např. chování kyvadla [5]. 
 
4.2 Periodické ustálené stavy 
 
U buzených systémů x´= f (x , u) mohou být stavy velmi různorodé. Jestliţe systém budíme 
harmonickým signálem s periodou T, bude výstupní signál obsahovat různé harmonické. Jako 
ilustrativní příklad lze uvést Duffingův oscilátor, který je popsaný těmito rovnicemi : 
 
Systémem rovnic 1. řádu 
21
xx   ,        
tFcxbxaxx cos
2
3
112
 , 
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nebo diferenciální rovnicí 2. řádu 
resp.  tFbxaxxcx cos
3
 .                                                                  (4.1) 
Kde (Fcos ωt) je budící člen oscilátoru, F je amplituda a ω je budící frekvence [5]. 
4.3 Kvaziperiodické ustálené stavy 
 
Vznikají jen tehdy, kdyţ dochází k nelineárním interakcím více periodických funkcí. Pro 
představu pouţijeme Van der Polův oscilátor. 
 
a) Pokud není buzený, vykazuje periodický ustálený stav s periodou T1 (obr. 3.6). 
b) Pokud je buzený vnějším harmonických budícím signálem s periodou T2, pak je 
dynamický systém popsán rovnicemi buzeného Van der Polova oscilátoru. 
 
21
xx  ,  
   
212
2
12
/2cos1 TAxxxx   .                                                                  (4.2) 
 
Výsledek řešení buzeného oscilátoru bude obsahovat periody T1, T2 (resp. frekvence f1 a f2). 
 Jestliţe budou frekvence soudělné, vznikne subharmonické kmitání – periodický 
ustálený stav. 
 Jestliţe budou frekvence nesoudělné (jejich podíl bude iracionální číslo), vznikne 
kvaziperiodické kmitání – kvaziperiodický ustálený stav. 
 
 
Obr. 4.1: Fázový portrét buzeného Van der Polova oscilátoru. 
 
Na obr. 4.1 je fázový portrét kvaziperiodického buzeného Van der Polova oscilátoru. 
Trajektorie vyplňují prstencovou oblast. 
 
4.4 Chaotické chování 
 
Chaotické chování se u neautonomních systémů vyskytuje od 2 řádu. Na obr. 4.2 je 
znázorněné chaotické chování buzeného Van der Polova oscilátoru. 
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Obr. 4.2: Fázový portrét chaotického buzeného Van der Polova oscilátoru. 
 
(Obr. 4.1 a 4.2 měření autora – viz kap.7 této práce). 
5  Přehled metod řešení nelineárních systémů 
 
Pro řešení nelineárních diferenciálních rovnic neexistují ţádné obecné metody. Jen několik 
málo typů nelineárních diferenciálních rovnic lze řešit v uzavřeném tvaru. Podle druhu 
problému je moţné zvolit různé metody řešení. 
Zde je uvedeno několik nejpouţívanějších metod řešení nelineárních diferenciálních rovnic. 
 
1. Metoda aproximace nelineárních charakteristik: 
 
Nelineární charakteristiky reálného členu nebo obvodu nahradíme matematickými 
výrazy, které pokud moţno věcně vyjadřují dané průběhy. Aproximace můţeme provést 
následovně : 
Přímkovými úseky – při zachování charakteru nelinearity umoţňují kvalitativně určit 
odlišně jevy v nelineárních systémech. (zejména je-li náhrada jedním přímkovým 
úsekem, tj. linearizace). 
Analytickými výrazy -  Taylorovu nebo Mac Laurinovou řadou. 
 
2. Grafické metody řešení diferenciálních rovnic: 
 
Jsou zaloţeny na grafickém sestrojování derivací nebo integrálů. Nejznámější je metoda 
izoklín. Pro systémy, které jsou popsané rovnicemi vyšších řádů (vyšších neţ 2. řádu) 
jsou tyto metody řešení velmi pracné. 
 
3. Numerické metody řešení: 
 
Pro řešení diferenciálních rovnic existuje celá řada numerických metod, které lze 
rozdělit na jednokrokové, jeţ počítají funkční hodnotu v daném bodě z jedné 
předcházející funkční hodnoty a na vícekrokové, které počítají funkční hodnotu v daném 
bodě z více předcházejících funkčních hodnot. 
U numerické metody řešení nezáleţí, jestli se jedná od lineární nebo nelineární 
diferenciální rovnice. Dosud bránila pouţívání této metody značná pracnost výpočtů, 
která se nyní  velmi sníţila vyuţíváním výpočetní techniky. 
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4. Ljapunovova teorie stability: 
 
Představuje přesné matematické řešení stability. Přímo vymezuje pojem stability a 
jednotlivé věty této teorie formulují podmínky stability, tím lze rozhodnout o stabilitě, 
aniţ by bylo nutné řešit daný systém rovnic, který obsahoval i nelineární funkce. 
 
5. Metoda stavové roviny: 
 
Je významnou metodou řešení nelineárních systémů. Nedostatkem této metody je 
vyuţití pouze pro systémy popsané nelineární diferenciální rovnicí 2. řádu.  
Přejdeme-li při vyšetřování z roviny do prostoru, přejde tato metoda v metodu 
stavového prostoru vhodnou pro řešení obvodů 3. řádu. Pro vyšetřování vícerozměrného 
prostoru je technicky velmi náročné. Výsledky řešení dávající celkový obraz o chování 
systému můţeme obdrţet pro celou řadu počátečních podmínek. Základem této metody 
je grafické řešení diferenciálních rovnic v tzv. stavové (fázové) rovině. 
 
6. Metoda ekvivalentních přenosů 
 
Tato metoda vychází z harmonické analýzy. Vedle stavové roviny je to druhá základní 
metoda vyšetřování nelineárních systémů. Lze jí vyšetřovat stabilitu systémů s vysokým 
řádem rovnice lineárních části nelineárního regulačního obvodu. 
 
7. Modelování na číslicových počítačích 
 
Nejlepší způsob řešení nelineárních systémů umoţňující řešení analýzy i syntézy 
sloţitých systémů s mnoha nelinearitami. Jednoduše lze získat výsledek pro velký počet 
počátečních podmínek a vnějších budících funkcí. 
Této tématice se věnuje kap. 3.3 v [2]. 
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6  Fázové portréty (stacionární stavy) 
 
Stabilita  rovnováţných stavů nelineárních systémů metodou linearizace : 
Rovnováţné stavy mohou být stabilní nebo nestabilní podle toho, jestli se  zastupující bod 
ve stavovém  prostoru s časem t→  k tomuto bodu zahajujícímu rovnováţný stav blíţí nebo 
se od něho vzdaluje. Stabilitu rovnováţných stavů  dané nelineární soustavy můţeme vyšetřit 
tak, ţe linearizujeme rovnici  v okolí kaţdého rovnováţného stavu a zjišťujeme stabilitu tohoto 
stavu pro náhradní lineární systém. Je-li tato linearizace přípustná, je moţno ukázat, ţe 
nelineární sytém se chová v okolí rovnováţného stavu (tj. singulárního bodu) podobně jako 
systém linearizovaný.  
 
Jednorozměrné dynamické soustavy jsou dynamické soustavy, jejichţ stav je zcela popsán 
dvěma stavovými proměnnými, které určují stavový vektor (viz např. [4,7,11]). 
Tedy 
)),(),(()(
21
tqtqt q  
 
a vektor toku je roven 
})).{,,(},{,,((}){),((
212211
 qqNqqNt qN  
 
Zde α reprezentuje mnoţinu řídících parametrů. Uvaţujme pouze autonomní soustavy, které 
nejsou prostorově rozloţené. Tyto soustavy jsou zajímavé i z toho důvodu, ţe v mechanice 
reprezentují soustavy s jedním stupněm volnosti, kde stavová proměnná 
1
q  odpovídá 
zobecněné souřadnici a stavová proměnná 
2
q  odpovídá zobecněné hybnosti. Fázovým 
prostorem je nyní rovina {
1
q ,
2
q } a fázové trajektorie jsou reprezentovány křivkami v této 
fázové rovině.  
 
Evoluční rovnice 
}){),((
)(
t
dt
td
qN
q
  
 
jsou v tomto případě reprezentovány soustavou dvou diferenciálních rovnic. 
 
}).{,,(
)(
}),{,,(
)(
212
2
211
1


qqN
dt
tdq
qqN
dt
tdq


 
Stacionární stavy : 
 
Stacionární stavy q0  představují řešení algebraické rovnice 
 
,0}){,(
0
qN  
která představuje dvě rovnice 
 
 
  .0),,(
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Sekundární determinant pro stacionární stav ),(
021,00
qqq   je v tomto případě roven 
 




)(),(
)(,)(
022021
012011
qq
qq
LL
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, 
 
coţ vede ke kvadratické rovnici pro parametr λ 
 
              .0)(
211222112211
2
 LLLLLL   (6.1) 
 
Označíme-li 
,2/))()(()(
0220110
qqq LL   
 
),()()()(()(
0210120220110
qqqqq LLLL   
 
můţeme přepsat charakteristickou rovnici (6.1) do tvaru 
 
            .02
2
      (6.2) 
 
Řešením této rovnice jsou dva kořeny 
 
               .2
2,1
  (6.3) 
 
Potom obecným řešením linearizovaných rovnic pro trajektorie w(t) bude : 
 
 
  ,0)()()()(
,0)()()()(
20221021
20121011


twLtwL
twLtwL


qq
qq
 
 
je lineární kombinace řešení pro oba kořeny λ1, λ2, které lze psát ve tvaru 
 
,)(
)(
2
)(
11
21 tt eaeatw

  (6.4) 
.)(
)(
22
)(
112
21 tt eKaeKatw

  (6.5) 
 
 
Koeficientům K1, K2 říkáme distribuční koeficienty. Tyto koeficienty závisí na prvních 
maticích L(q0). Hodnoty koeficientů a1, a2 vyplývají z počátečních podmínek. 
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6.1 Stacionární stav typu uzel 
 
Charakter stacionárního stavu můţeme určit na základě znalostí kořenů charakteristické 
rovnice (3.2) λ1, λ2, tj. ze znalosti veličin  a ∆ . Uvaţujeme případ, kdy ∆ > 0 a současně 
∆ < 2 . Potom D = 2 -∆ > 0 a současně D <  . Je-li současně  < 0 , pak jsou λ1, λ2 
záporné (viz obr. 6.1). 
 
 
Obr. 6.1: Uzel- kořeny charakteristické          Obr. 6.2: Stabilní uzel. 
           rovnice pro   < 0. 
 
Současně jsou kořeny λ1 a λ2  reálná čísla. To vše znamená, ţe w1 i w2 se monotónně 
přibliţují stacionárnímu stavu q0.  Fázový obraz dynamické soustavy v okolí stacionárního 
stavu ukazuje obrázek 6.2 , který odpovídá stabilnímu uzlu [4]. 
 
Je-li   > 0 a současně ∆ > 0 a ∆ < 2 , jsou reálné kořeny λ1 a λ2  větší neţ nula. To 
znamená, ţe w1 i w2 s průběhem času rostou a fázové trajektorie se během času od 
stacionárního stavu vzdalují. Toto nazýváme nestabilní uzel, obr.6.4. 
 
 
 
 
Obr. 6.3: Uzel- kořeny charakteristické rovnice      Obr. 6.4: Nestabilní uzel. 
    pro   > 0. 
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6.2 Stacionární stav typu sedlo  
 
Je-li ∆ < 0, je opět D = 2 -∆ > 0 a oba kořeny charakteristické rovnice (6.2) jsou reálné. 
V tomto případě je však D > 0 , takţe oba reálné kořeny λ1 a λ2  budou opačného znaménka, 
a to je  < 0 nebo  > 0. Poloha kořenů na reálné ose je znázorněna na obrázku 6.5. 
 
Obr. 6.5: Sedlo - kořeny charakteristické rovnice pro a)  < 0   b)  > 0. 
 
Protoţe zde vţdy bude λ2< 0, jde o případ nestabilního stacionárního stavu. Protoţe budou 
oba kořeny reálné, trajektorie nebudou obsahovat periodicky se opakující sloţky měnící se s 
časem. Budeme-li chtít zjistit, jak budou vypadat trajektorie v okolí stacionárního stavu, 
budeme muset vyjít z lineárních rovnic (6.4) a (6.5). 
Na obrázku 6.6 je nestabilní stacionární stav typu sedlo , který má dvě asymptoty 
reprezentující separatrisy, které oddělují oblasti fázové roviny s různým průběhem orbit. 
 
 
Obr. 6.6: Sedlo. 
 
6.3 Stacionární stav typu střed  
 
Je-li  = 0 a ∆ < 0, jsou oba kořeny charakteristické rovnice (6.2) ryze imaginární čísla 
opačného znaménka. Z toho vyplývá, ţe řešení má periodický charakter a představuje 
uzavřenou orbitu. Ta obíhá okolo stacionárního bodu, který je stabilní. Fázový portrét, na 
obrázku 6.8 nazýváme středem [4]. 
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Obr. 6.7: Střed – kořeny charakteristické        Obr. 6.8: Střed – fázový diagram 
           rovnice. 
 
6.4 Stacionární stav typu ohnisko  
 
Pokud je diskriminant D< 0, jsou oba kořeny charakteristické rovnice komplexně sdruţené. 
 
.
2,1
Di  (6.6) 
 
Nastane to v případě, je-li ∆> 0 a současně 2 <∆. Potom je Re {λ}= . Imaginární část 
kořenů charakteristické rovnice bude ukazovat přítomnost periodické sloţky pohybu po 
trajektorii. Poloha kořenů v komplexní rovině a charakter pohybu jsou znázorněny na obrázku 
6.10. 
Je-li  > 0, fázový portrét je ve tvaru spirály. Trajektorie opisující spirálu se bude 
vzdalovat od stacionárního stavu směrem ven. Stacionární stav je nestabilní. 
 
 
 Obr.6.9: Nestabilní ohnisko – kořeny    Obr.6.10: Nestabilní ohnisko –  
          charakteristické rovnice.        fázový diagram. 
 
Pro opačný případ  < 0 bude fázový portrét opět spirála, trajektorie se nebude vzdalovat, 
ale se orientovat směrem dovnitř. Tento stacionární stav se nazývá stabilní ohnisko [4]. 
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Obr.6.11: Stabilní ohnisko – kořeny          Obr.6.12: Stabilní ohnisko – fázový 
           charakteristické rovnice.    diagram. 
 
7  Van der Polův oscilátor 
 
Van der Polova rovnice je systém, kterým se modelují oscilační procesy v autonomních 
(nebuzených) i neautonomních (buzených) elektrických a mechanických soustavách. 
K elektrickým soustavám patří např. elektrické oscilátory, z mechanických soustav jsou to 
soustavy, u nichţ dochází ke kmitání např. v důsledku proudící kapaliny či suchého tření. 
Homogenní Van der Polova rovnice (s nulovou pravou stranou) odpovídá autonomní soustavě. 
Nehomogenní Van der Polova rovnice (s nenulovou pravou stranou, která je tvořena časově 
závislým členem) odpovídá nehomogenní soustavě [5]. 
U homogenní Van der Polovy rovnice nastává periodický ustálený děj. Naopak u 
nehomogenní rovnice nastává pro určité hodnoty řídícího parametru  tzv. chaotické chování. 
 
Balthazar Van der Pol (1889 - 1959) 
 
Baltazar van der Pol byl holandský elektrotechnik, který se věnoval moderní 
experimentální dynamice v letech 1920-1930. Van der Pol zkoumal elektrické obvody, které 
obsahující elektronky. Objevil, ţe se u nich vyskytují stabilní kmity, které dnes nazýváme 
limitními cykly.  
V září roku 1927 publikoval (se svým kolegou van der Markem) v britském časopise 
Nature článek o „nepravidelném šumu“, který pozoroval pro některé budící frekvence. Z jeho 
pokusů dnes víme, ţe objevil deterministický chaos. 
Sestrojil mnoho elektronkových modelů činnosti lidského srdce a na nich studoval jeho 
dynamiku. Zkoumal vliv buzení analogický vlivu kardiostimulátoru. Snaţil se najít způsob, jak 
stabilizovat srdeční arytmie [12]. 
 
7.1 Odvození Van der Polovy rovnice 
 
Uvaţujme nyní tento elektrický obvod (obr 7.1). Pouţijme druhý Kirchhoffův zákon  
( zákon o napětí, o smyčkách ). 
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Obr.7.1: RLC obvod. 
 
Do elektrického obvodu Van der Polova oscilátoru vnáší nelinearitu přítomnost aktivních 
prvků (např. tranzistoru), které mají nelineární V-A charakteristiky. 
 
Obecně jde o dvousloţkový systém popsaný systémem rovnic : 
 
 
 .,
,,
yxfy
yxfx




 
(7.1) 
 
 
V tomto případě platí diferenciální rovnice : 
 
  UQ
C
IRIL 
 1
, 
(7.2) 
 
kde I je proud, protékající obvodem, Q  je elektrický náboj, pro něj platí 
     dItQ
t

0
. Předpokládejme, ţe vstupní napětí U(t) je roven 0 v okamţiku t=0. Derivací 
rovnice 7.2 dostaneme lineární rovnici 2. řádu : 
 
  0
1
1
2


I
C
IIIL  , 
(7.3) 
 
kde bylo uţito      

 IIIIRIR
dt
d
1
2
 . 
Rovnice 7.3 je známá jako Van der Polova rovnice. 
 
Systém můţe být popisován ekvivalentně jako systém dvou diferenciálních rovnic 1. řádu. 
 



 
yx 

, 
  x
LC
yx
L
y
1
1
2







 
. 
 
      
 
Zde x je napětí na L rezonančního obvodu, parametr ε vyjadřuje vlastnosti rezonančního 
obvodu i charakterizuje nelinearitu tohoto systému. 
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7.2 Matematické řešení Van der Polovy rovnice 
 
Diferenciální rovnici upravíme pomocí substitucí na dvě diferenciální rovnice prvního řádu 
za předpokladu, ţe L = 1, C = 1 a budeme uvaţovat změnu parametru ε. Dále budeme usuzovat 
na typ rovnováţných stavů. 
 
Z rovnice (7.3) obdrţíme [5]: 
 
  ,01 2 

xxxx   
(7.4) 
Zavedeme-li 
1
xx   a ,
12
xx    
dostaneme  
          
21
xx 

, 
 
           
12
2
12
1 xxxx 

 . 
(7.5) 
 
Jednotlivé diferenciální rovnice označíme jako tyto funkce : 
 
 
2211
, xxxf  , (7.6) 
 
12
2
1212
)1(, xxxxxf   . (7.7) 
 
a vytvoříme pro ně Jacobiho matici : 
 
,
2
2
1
2
2
1
1
1





















x
f
x
f
x
f
x
f
J  
(7.8) 
Symbolicky : .
2221
1211









ff
ff
J  
(7.9) 
 
Po dosazení a derivaci je : 
 
   
.
112
10
2
11










xx
J

 
(7.10) 
 
Chování soustavy v rovnováţném stavu 0
0


x se posuzuje podle těchto hodnot (viz tab.7.1) 
 Determinantu Jacobiho matice : 
12212211
ffff  . 
 Stopy Jacobiho matice : 
2211
ffTrJ  . 
 
U Van der Polovy rovnice mají tyto výrazy hodnoty : 
 
      0121110
02,011
2
1

 xx
xx - , 
     
 02,01
2
1
10
xx
xTrJ . 
Např.[5]. 
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Determinant TrJ<0 TrJ>0 
Δ>(1/4)(TrJ)2 stabilní ohnisko nestabilní ohnisko 
0<Δ><(1/4)(TrJ)2 stabilní uzel nestabilní uzel 
0<Δ sedlo sedlo 
Tab. 7.1: Typy pevných bodů pro 2D- stavový prostor. 
 
Jelikoţ ε > 0, pak hodnota stopy je kladná, tedy TrJ > 0, coţ dle tab.7.1 znamená, ţe pevné 
body Van der Polovy rovnice jsou nestabilní. Charakteristická rovnice Jakobiho matice je [5]: 
 
 0
2
 qp , (7.11) 
  0
122122112211
2
 ffffff  , (7.12) 
     
2
4
21122211
2
22112211
2,1
ffffffff 
 . 
 
 
Nebo téţ : 
 
 
2
4
2
4
22
2,1
pppTrJTrJ 


 . 
 
 
Pro Van der Polův oscilátor je : 
 
 
2
14
2
2,1



 . 
(7.13) 
 
Z analýzy vztahu pro kořeny charakteristické rovnice ( pak pro pevný bod 0
0


x ) vyplývají 
tyto závěry : 
 
 Případ ε < 2: výraz pod odmocninou je záporný, takţe kořen je komplexně sdruţený, 
     přičemţ p > 0. Platí :  
 
Pevným bodem je nestabilní ohnisko. Trajektorie dosáhne limitní cyklus obecně pro t→∞. 
 
 Případ ε >2: výraz pod odmocninou je kladný, takţe existují dva reálné různé kořeny. 
     Platí [5] : 
 
Pevným bodem je nestabilní uzel, z něhoţ se trajektorie okamţitě blíţí k příslušnému 
limitnímu cyklu (obr. 7.5 a 7.7). 
 
Různým hodnotám veličiny ε odpovídají různé průběhy funkčních hodnot x (v mechanice jsou 
to výchylky – posuvy, v elektrotechnice je to napětí na L rezonančního obvodu). Parametr ε 
vyjadřuje vlastnosti rezonančního obvodu a charakterizuje nelinearitu systému.  
Osy znázorněné ve fázovém diagramu jsou interpretovány tak, ţe vodorovná osa je výchylka a 
vertikální osa je rychlost. Na následujících obrázcích jsou znázorněny fázové portréty a časové 
závislosti výchylek a rychlostí pro různé hodnoty veličiny ε stanovené programem Matlab. 
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7.3 Homogenní Van der Polův oscilátor 
 
V následujících simulacích jsem sledoval jednotlivé fázové portréty, časové průběhy výchylek 
a rychlostí při postupném zvětšování epsilon. 
 
 
Obr.7.2: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
              pro ε = 0,1. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti pro  
ε = 0,1. 
 
 
Obr.7.3: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
              pro ε = 0,5. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti pro  
ε = 0,5. 
 
 
Obr.7.4: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
              pro ε = 1. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti pro  
ε = 1. 
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Průběh změn hodnot ε : 
 
(obr.7.2, ε = 0,1) – Fázový portrét je nestabilní ohnisko. Trajektorie se pozvolna přibliţuje od  
středu na oběţnou dráhu, kterou nazýváme limitní cyklus. Výchylka i rychlost se mění 
spojitě a postupně se blíţí harmonickému kmitání. 
 
(obr.7.3, ε = 0,5) – Fázový portrét je stále nestabilní ohnisko, trajektorie se opět blíţí na  
 uzavřený okruh limitního cyklu. Limitní cyklus se začíná trochu deformovat. 
 
(obr.7.4, ε = 1) – Z důsledku deformace tvaru sinusového kmitání se i fázový portrét začíná  
 značně deformovat. 
 
(obr.7.5, ε = 3) – Zde vidíme, ţe se zvětšujícím se ε se zvětšuje i deformace tvaru fázového 
 portrétu. Trajektorie se rychle blíţí od středu k limitnímu cyklu. V tomto případě se  
jedná o nestabilní uzel. 
 
 
 
 
Obr.7.5: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
              pro ε = 3. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti pro  
ε = 3. 
 
 
Obr.7.6: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
              pro ε = 5. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti pro  
ε = 5. 
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Obr.7.7: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
              pro ε = 10. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti pro  
ε = 10. 
 
 
(obr.7.7, ε = 10) – Trajektorie se  opět šíří  od  středu  k limitnímu cyklu, fázový  portrét je stále 
značně deformovaný. Zde vidíme jak se u oscilátoru akumuluje energie, která se poté 
uvolní vysokou rychlostí. Cykly se pravidelně opakují. Tyto procesy, u kterých dochází 
k periodickému opakování rychlých „skokových“ změn hodnot, se nazývají relaxačními  
kmity. U zde studovaného Van der Polova  oscilátoru se  nespojitě projevují v 
průbězích výchylek. V těchto místech nespojitosti posuvů dochází taktéţ ke skokovým 
změnám rychlostí a nastávají téměř Diracovy impulsy. 
 
7.4 Nehomogenní (buzený) Van der Polův oscilátor 
 
Nehomogenní (buzená) Van der Polova rovnice má stejné členy, navíc s tím, ţe na pravé straně 
se vyskytuje budící člen   tp cos , kde p je amplituda a Ω je úhlová frekvence budícího 
členu. Platí : 
 
   tpxxxx 

cos1
2
 . 
(7.14) 
 
Předchozí rovnici (7.14) můţeme transformovat na dvě diferenciální rovnice prvního řádu s 
tím, ţe zavedeme 
1
xx   a dále 
2
x , přičemţ platí [5] : 
 
          
21
xx 

, 
 
           
312
2
12
cos1 xpxxxx 

 , 
 
kde    

3x . 
 
  
Jednotlivé diferenciální rovnice označíme jako funkce : 
 
 
2211
, xxxf  . (7.15) 
   
312
2
1212
cos1, xpxxxxxf   . (7.16) 
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Dále pro rovnice vytvoříme Jacobiho matici. Matice pro nehomogenní Van der Polovu rovnici 
má stejný tvar jako pro homogenní, protoţe derivace 
122
/ xf   i 
222
/ xf   podle členu 
3
cos xp  
jsou nulové. Vlastnosti pevných bodů u nehomogenní Van der Polovy rovnice jsou tedy stejné 
jako u homogenní rovnice. Rozdíl mezi nebuzeným a buzeným Van der Polovým oscilátorem 
je v tom, ţe : 
 
Buzený Van der Polův oscilátor se pro určité hodnoty parametrů  p a Ω chová 
chaoticky. 
 
Obr.7.8: Fázový portrét je daleko bohatší, neţ tomu bylo u nebuzeného Van der Polova  
 oscilátoru. U časového průběhu výchylky vidíme, ţe rychlost prudce vzroste, pak hned 
klesne a za malý okamţik opět prudce vzroste. 
 
 
 
Obr.7.8: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
              pro ε = 5, p = 5, Ω = 2,466. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti 
pro ε = 5, p = 5, Ω = 2,466. 
 
 Na následujících fázových portrétech můţeme vidět, jak při velmi malé změně budící 
frekvence Ω dochází k náhlým změnám celého portrétu a oscilátor se jeví jako chaotický. 
Analýzu jsem prováděl pro konstantní ε a p, měnil jsem pouze Ω. 
Na obr.7.9 vidíme chaotické chování Van der Polova oscilátoru. Volil jsem ε = 2, p = 3,  
Ω = 1,559 a postupně jsem zvyšoval Ω.  
 
 
 
Obr.7.9: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
              pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,559. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,559. 
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Obr.7.10: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,599. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,599. 
 
 
Obr.7.11: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,605. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,605. 
 
 
 
Moje měření potvrdilo tu vlastnost chaotických systémů, ţe prokazují výraznou závislost svého 
chování na malých změnách parametrů sytému. 
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Obr.7.12: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,611. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,611. 
 
 
Obr.7.13: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,617. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,617. 
 
U předchozích obrázků 7.11 aţ 7.13 jsme viděli postupné ustupování chaotického chování. 
Opět o něco zvýšené Ω = 1,617 na Ω = 1,640 v obr. 7.14 se oscilátor opět jeví jako chaotický. 
 
 
 
Obr.7.14: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,640. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,640. 
Bakalářská práce                                                                                                              Jiří Grill 
 28 
 
 
Obr.7.15: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,647. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,647. 
 
 
Obr.7.16: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,697. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,697. 
 
Rozdíl Ω obr. 7.15 a 7.16 je jen 0,05 a vidíme, ţe z chaotické oscilace se stane „limitní cyklus“. 
 
 
 
Obr.7.17: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,727. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,727. 
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Obr.7.18: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,781. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,781. 
 
Na obr.7.18 vidíme na časovém průběhu výchylky aţ harmonický průběh, fázový portrét je 
uzavřený limitní cyklus. Na obr.7.19 způsobila chaotické chování změna Ω o pouhé 2 tisíciny 
na Ω = 1,783 oproti obr. 7.18. Časová výchylka uţ neprobíhá „harmonicky“ a vidíme jisté 
zákmity. Obrázky 7.20 aţ 7.24 ukazují další zhuštěné chaotické stavy. 
 
 
Obr.7.19: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,783. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,783. 
 
 
Obr.7.20: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,785. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,785. 
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Obr.7.21: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,799. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,799. 
 
 
Obr.7.22: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,811. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,811. 
 
 
Obr.7.23: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,821. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,821. 
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Obr.7.24: Fázový portrét a funkce x(t) a v(t) 
                pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,844. 
 
 
Časové průběhy výchylky a rychlosti  
pro ε = 2, p = 3, Ω = 1,844. 
 
Pro chaoticky chovající se systém je významnou charakteristikou jeho chování, jeho citlivá 
závislost na malých změnách počátečních podmínek. To se projevuje ve sníţené 
predikovatelnosti resp. nepredikovatelnosti stavu systému [4]. 
Posoudit však to, zda se konkrétní systém chová chaoticky či ne, je nutno na základě pouţití 
kritérií chaosu, např. pomocí Ljapunovových exponentů (viz např. [5]). To však je 
problematika, která nejen převyšuje mé moţnosti, ale téţ přesahuje rozsah a cíl této práce. 
8  Cesty k chaosu 
8.1 Bifurkace 
 
Bifurkace neboli větvení, nastane v evoluci systému, jestliţe řídící parametr dosáhne tzv. 
kritické hodnoty. Při překročení této hodnoty se chování systému (i jeho fázový portrét)  
výrazně změní. Kritickou hodnotu řídícího parametru při níţ nastává změna, nazýváme 
bifurkačním bodem. V okolí bifurkačních bodu je systém nestabilní. Nepatrná porucha 
rozhodne v bifurkačním bodě o další evoluci systému. 
Následující obrázek 8.1 nám schématicky popisuje bifurkační diagram. Systém se chová 
stabilně aţ do určité kritické hodnoty řídícího parametru, po jeho překročení se rozdvojí. (Buď 
bude nadále pokračovat nestabilní cestou 01
´
,
 nebo se dostane na stabilní cestu 02, která má 
dvojnásobnou periodu).  
 
Obr. 8.1: Bifurkační diagram 
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Bifurkace znamená, ţe rovnice dynamického systému mají více neţ jedno řešení pro existující 
mnoţinu vstupních údajů. Pro některé konkrétní dynamické systémy je z těchto řešení stabilní 
pouze jedno, pro některé zase více [5].  
 
Postupným zvyšováním či sniţováním hodnot řídících parametrů (například teploty při 
chemických reakcích)  se systém mění pouze nepatrně – ve značně jednoduchých případech se 
jedná o téměř lineární závislost na vstupních parametrech. Ale jsou také systémy, u nichţ po 
dosazení určitých (kritických) hodnot na vstupu dochází k prudké změně stavu. Můţe se 
například jednat o vznik turbulence v potrubí při dosaţení určité rychlosti proudění kapaliny, o 
fázový přechod látky při změně teploty. 
 
Pro ilustraci lze uvaţovat dynamickou soustavu s jedním řídícím parametrem  . U soustavy se 
při malé změně řídícího parametru nebude měnit fázový obraz soustavy. Překročíme-li však 
určitou hodnotu řídícího parametru, určitou hodnotu
0
 , můţe se v některých případech náhle 
změnit charakter fázového portrétu. Hodnotu 
0
  nazýváme bifurkační hodnota řídícího 
parametru [8].  
 
 
 
Obr. 8.2: Bifurkace sedlo-uzel. 
 
8.2 Přechody systému do chaotického reţimu 
 
Předcházející kapitoly pojednávali o nelineárních systémech, jejich rozdělení, Van der 
Polově oscilátoru a o jeho chaotickém chování. Zde stručně uvedu, jakými cestami můţe  
systém přejít do chaotického reţimu (např. [5, 11]) : 
 
Připomeňme některé skutečnosti : 
 
 Chaos se vyskytuje pouze v nelineárních dynamických systémů. 
 Cesty k chaosu závisí pouze na obecném charakteru nelinearit a na typech dynamického 
systému, ne však na jeho konkrétní struktuře (tedy zda se jedná o soustavu technickou, 
ekonomickou, společenskou nebo biologickou). 
 Systém můţe mít pro různé intervaly řídících parametrů systému různé cesty (scénáře) 
k chaosu. 
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 Teorie nelineárních systémů zatím není schopna předpovědět, jakou cestou se systém 
dostane do chaotického chování, pro určitou oblast řídících parametrů. 
 
 
Cesty (scénáře), které vedou k chaosu: 
 
1) Zdvojování period: 
Tato cesta je charakteristická pro dynamické systémy popsané jedno i více dimenzionální 
třídou zobrazení. Charakteristickým případem jednodimenzionálního zobrazení je 
logistická funkce  
nnn
xxx 

1
1
 . Je pro ni typické zdvojování period v důsledku 
vzniku vidličkových bifurkací. Bifurkace vzniká při určité hodnotě řídícího parametru λ 
systému. Hodnoty parametru λ vytváří konvergující posloupnost aţ po kritickou hodnotu 
v bodě λ∞, kdy se objevuje chaotické chování. Zcela analogický přechod se můţe 
vyskytovat i u vícedimenzionálního zobrazení. Dochází k bifurkacím z ustálených 
rovnováţných stavů, přičemţ charakter bifurkace můţe být vidličkovitý, nebo se můţe 
vyskytovat Hopfova bifurkace, která vede ke stabilnímu limitní cyklu (viz obr. 8.1). 
 
2) Kvaziperiodicita: 
Cesta typická pro systém vykazující kvaziperiodické chování, které vzniká při interakci 
dvou nebo více periodických funkcí, jejichţ periody jsou nesoudělné. 
Cesta k chaosu můţe začít od ustáleného, nezávislého stavu (z bodového atraktoru). Při 
změně řídícího parametru se můţe objevit Hopfova bifurkace. Důsledkem je vznik 
periodického chování, které je charakterizováno limitním cyklem ve stavovém prostoru. 
S další změnou řídícího parametru se můţe objevit další frekvence nesoudělná s první. Při 
další změně řídícího parametru můţe dojít ke vzniku další frekvence, coţ vede ke vzniku 
třídimenzionálního toru. 
 
3) Intermitence: 
Pro tuto cestu je charakteristické nepravidelné střídání intervalů: náhle vznikajícího 
chaotického chování a periodického chování. S narůstající hodnotou řídícího parametru 
systému se intervaly chaotického a periodického chování zmenšují, aţ nakonec převládne 
chaos. Existují 4 typy intermitence. 
 
4) Cesta krizí (katastrof): 
Krize se dělí na vnitřní a vnější. Podstatou vnitřních krizí je interakce mezi chaotickým 
atraktorem a nestabilním bodem (ohnisko, uzel) nebo mezi chaotickým atraktorem a 
limitním cyklem. Krize se projeví tak, ţe při náhlé změně řídícího parametru systému se 
náhle objeví nebo zmizí chaotický atraktor a nebo jeho spádová oblast (tj. bazén 
přitaţlivosti). 
 
Cesty, které vedou k chaosu viz [5]. 
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9  Závěr 
 
V této bakalářské práci bylo pojednáno o vlastnostech samobuzených oscilátorů 
s konkrétním zřetelem na Van der Polův oscilátor. Jde o samobuzené kmity, které jsou 
v mechanické soustavě vyvolané vnější silou, která nemá periodický charakter, avšak je 
schopna soustavě dodávat potřebnou energii ke krytí ztrát tlumením a udrţovat soustavu 
v kmitavém pohybu (viz kapitola 2). V další kapitole 3. byly uvedeny ustálené stavy 
autonomních nelineárních systémů, které explicitně nezávisí na čase. Ty se rozdělují na  stavy 
rovnováţné ustálené, periodické, kvaziperiodické a chaotické. Dále jsou zde uvedeny 
jednotlivé fázové portréty rovnováţných ustálených stavů ve dvousloţkovém systému. 
Kapitola 4. se zabývá ustálenými stavy neautonomních nelineárních systémů, která má 
rozdělení jako předchozí kapitola.  
Pro řešení nelineárních diferenciálních rovnic neexistují ţádné obecné metody. Jen několik 
málo typů nelineárních diferenciálních rovnic lze řešit v uzavřeném tvaru. Podle druhu 
problému je moţné zvolit různé metody řešení. V kapitole 5. jsem uvedl přehled  
nejpouţívanějších metod řešení nelineárních diferenciálních rovnic (metoda aproximace 
nelineárních charakteristik, numerické metody řešení, metoda stavové roviny…).  
Fázové portréty a jejich stacionární stavy jsou popsané v kapitole 6. Je zde řešena stabilita 
rovnováţných stavů nelineárních systémů metodou linearizace. Rovnováţné stavy mohou být 
stabilní nebo nestabilní podle toho, jestli se zastupující bod ve stavovém prostoru s čase t→  
k tomto bodu zahajujícímu rovnováţný stav blíţí nebo se od něho vzdaluje. Stabilitu 
rovnováţných stavů dané nelineární soustavy můţeme vyšetřit tak, ţe linearizujeme rovnici 
v okolí kaţdého rovnováţného stavu a zjišťujeme stabilitu tohoto stavu pro náhradní lineární 
systém. Výpočet stacionárních stavů a grafické zobrazení jednotlivých typů stacionárních stavů 
jsou součástí této kapitoly.  
V kapitole 7. je pojednáno o Van der Polově oscilátoru a jemu odpovídající homogenní 
Van der Polově rovnici (s nulovou pravou stranou) a nehomogenní Van der Polově rovnici (s 
nenulovou pravou stranou, která je tvořena časově závislým členem), jsou zde analyzovány 
moţnosti jejich řešení a sledovány průběhy kmitů oscilátoru v závislosti na stupni jeho 
nelinearity, počítačovou simulací v programu MatLab a C++ Builder 6. Dále je v této kapitole 
provedeno odvození Van der Polovy rovnice a její podrobné matematické řešení.  
U homogenního Van der Polova oscilátoru můţeme vidět, ţe jeho fázový portrét odpovídá 
nestabilnímu ohnisku a při postupném zvětšování parametru nelinearity ε se jeho fázový portrét 
výrazně mění. Také časové  průběhy jeho výchylek  a  rychlostí  se  při zvětšujícím  ε mění. Při   
ε =0.1 se blíţí harmonickému kmitání a při  ε =10 uţ časové průběhy výchylky a rychlosti 
vypadají spíše jako Diracovy impulsy. U homogenní rovnice si můţeme všimnout, ţe vţdy 
nastává periodický ustálený děj. Naopak u nehomogenní rovnice nastává pro určité hodnoty 
řídícího parametru tzv. chaotické chování. 
Nehomogenní (buzená) Van der Polova rovnice má stejné členy jako homogenní, s tím 
rozdílem, ţe na pravé straně se vyskytuje budící člen  tp cos , kde p je amplituda a Ω je 
úhlová frekvence budícího členu. Zde jsem měnil jednotlivé parametry budícího členu a snaţil 
jsem se zjistit, kdy se oscilátor chová chaoticky a kdy ne. Můţeme vidět na jednotlivých 
fázových portrétech, ţe stačí malá změna parametru a oscilátor se začne chovat chaoticky.  Pro 
chaoticky chovající se systém je významnou charakteristikou jeho chování jeho citlivá 
závislost na malých změnách počátečních podmínek. To se projevuje ve sníţené 
predikovatelnosti resp. nepredikovatelnosti stavu systému. Posoudit však, to zda se konkrétní 
systém chová chaoticky či ne, je nutno na základě pouţití kritérii chaosu, např. Ljapunovových 
exponentů. To však je problematika, která nejen přesahuje mé moţnosti, ale také rozsah a cíl 
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mé práce. Na závěr se věnuji v kapitole 8. moţnostem přechodu dynamické soustavy do 
chaotického reţimu.  
Jednotlivé fázové portréty jsou vytvořeny programem MatLab a simulace je vytvořena 
v programu C++Builder 6, kterou budu prezentovat i při obhajobě mé bakalářské práce.  
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Příloha 
 
Na přiloţeném CD disku se nachází všechny vytvořené fázové portréty a časové  průběhy 
výchylek a  rychlostí. Veškeré fázové portréty jsou vytvořené v programu Matlab. Pro 
obhajobu bakalářské práce jsem vytvořil program simulující Van der Polův oscilátor 
v programu C++builder. V jednotlivých adresářích se nachází: zdrojový kód Van der Polova 
oscilátoru pro C++builder, jednotlivé fázové portréty pro různé změny parametrů, samotný 
text bakalářské práce ve formátu DOC (Document) i PDF (Portable Document Format) a 
metadata. 
 
Uvedená data jsou v jednotlivých adresářích : 
 Zdrojový kód programu Van der Polova oscilátoru : [CD]:\VdP_C++\ 
 Kód programu Van der Polova oscilátoru pro vytvoření fázových portrétů v programu 
Matlab. Rozdělené pro homogenní a nehomogenní Van der Polovu rovnici :  
  [CD]:\VdP_Matlab\ 
 Text bakalářské práce v DOC a PFD : [CD]:\Text_práce\ 
 Vytvořené fázové portréty pro homogenní rovnici :  
[CD]:\ Fáz.portréty_homogenni_VdP\ 
 Vytvořené fázové portréty pro nehomogenní rovnici :  
[CD]:\ Fáz.portréty_nehomogenni_Vdp\ 
 
 
  
